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摘 要： 一个图的最大匹配图是以这个图的最大匹配集作为顶点集，两个顶点相邻当且仅当这两个最大匹配恰

有一条边不同．本文首先对ＧａｌｌａｉＥｄｍｏｎｄｓ结构定理中的三部分顶点在二部图中进行了详细刻画．然后讨论了构造最
大匹配图问题的计算复杂性．最后深入研究了二部图最大匹配图的结构性质并给出了构造二部图的最大匹配图的一
种算法．
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１ 引言

匹配理论作为图论和组合最优化最重要的内容之

一，广泛的应用于理论和实际的研究．如资料分配，工作
安排，时间分配和人员择偶等．解决这些问题将涉及到
求最大匹配的算法．目前常见的算法只能求出一个最大
匹配．很多时候，人们需要求出所有的最大匹配并了解
它们之间的关系．

定义１ 简单图 Ｇ的最大匹配图Ｍ（Ｇ）＝（ν，ε）的
顶点集ν＝｛Ｍ∶Ｍ是 Ｇ的一个最大匹配｝，边集ε＝
｛Ｍ１Ｍ２∶｜Ｍ１－Ｍ２｜＝１｝．最大匹配图作为一类变换图，
首先由王世英与Ｅｒｏｈ在１９９８年分别独立地提出并开始
研究．王世英［１］研究了最大匹配图的结构性质．同年，
Ｅｒｏｈ［２］研究了最大匹配图的判别及多重匹配图的性质．
近年来，人们相继研究了最大匹配图的围长、连通度和

子图，进而给出了最大匹配图是树或完全图的条件；刻

画了最大匹配图是正则图或圈的图，并且证明了二部图

的最大匹配图的连通度等于它的最小度［３～６］．但是有关
最大匹配图算法方面的研究，目前尚未见到．

定义２ 称图 Ｇ＝（Ｘ∪Ｙ，Ｅ）是二部图，若图 Ｇ的
顶点集可以分解成两个子集Ｘ和Ｙ，使得 Ｇ的每一条边
的两个端点分别在 Ｘ和Ｙ中．

定义３ 图 Ｇ的一个匹配Ｍ是指 Ｇ的一个边子
集，它的元素是 Ｇ中的边，并且这些边中的任意两条在
Ｇ中均不相邻．若匹配 Ｍ的某条边与顶点ｖ关联，则称
Ｍ饱和顶点ｖ，并且称 ｖ是Ｍ饱和的，否则称 ｖ是Ｍ未
饱和的．若 Ｇ的每个顶点均是Ｍ饱和的，则称 Ｍ为Ｇ
的完美匹配．若 Ｇ没有另外的匹配 Ｍ′，使得｜Ｍ′｜＞
｜Ｍ｜，则称 Ｍ为Ｇ的最大匹配．若 Ｇ恰有一个顶点是Ｍ
未饱和的，则称 Ｍ为Ｇ的几乎完美匹配．

定义４ 图 Ｇ的一个覆盖是指顶点集的一个子集
Ｋ，使得 Ｇ的每条边都至少有一个端点在Ｋ中．一个覆
盖 Ｋ称为 Ｇ的最小覆盖如果 Ｇ没有覆盖 Ｋ′，使得
Ｋ′ ＜ Ｋ ．
定义５ 设 Ｇ１，Ｇ２是图 Ｇ的子图．若 Ｇ１，Ｇ２没有

公共顶点，则称它们是不相交的．Ｇ１和 Ｇ２的并图 Ｇ１∪
Ｇ２是指 Ｇ的一个子图，其顶点集为 Ｖ（Ｇ１）∪Ｖ（Ｇ２），其
边集为 Ｅ（Ｇ１）∪Ｅ（Ｇ２）．如果 Ｇ１和 Ｇ２是不相交的，则
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记并图为 Ｇ１＋Ｇ２．
定义６ 简单图 Ｈ１和 Ｈ２的积图是指具有顶点集

Ｖ（Ｈ１）×Ｖ（Ｈ２）的简单图 Ｈ１×Ｈ２，其中，（ｕ，ｖ）与（ｕ′，
ｖ′）相邻，当且仅当或者 ｕ＝ｕ′，且 ｖｖ′∈Ｅ（Ｈ２），或者 ｖ
＝ｖ′，且 ｕｕ′∈Ｅ（Ｈ１）．
给定图 Ｇ，令 Ｄ（Ｇ）表示至少不能被 Ｇ中某个最大

匹配饱和的所有顶点的集合，Ａ（Ｇ）表示至少与 Ｄ（Ｇ）
中某点相邻的 Ｖ（Ｇ）－Ｄ（Ｇ）中所有点的集合，Ｃ（Ｇ）＝
Ｖ（Ｇ）－Ｄ（Ｇ）－Ａ（Ｇ）．其它未给出的定义见文献［７］．
定理１［８］（ＧａｌｌａｉＥｄｍｏｎｄｓ结构定理）
设 Ｍ是 Ｇ的任意一个最大匹配，Ａ（Ｇ），Ｃ（Ｇ），

Ｄ（Ｇ）如上述定义．则 Ｍ包含Ｇ［Ｄ（Ｇ）］的每个分支的
一个几乎完美匹配，Ｇ［Ｃ（Ｇ）］的一个完美匹配并且将
Ａ（Ｇ）中的每个点匹配到 Ｄ（Ｇ）中不同分支的点．

２ ＧａｌｌａｉＥｄｍｏｎｄｓ结构定理中三部分顶点的详细刻
画

引理１［７］ 在二部图中，最大匹配的边数等于最小
覆盖的顶点数．

定理２ 在二部图最小覆盖中的任意两顶点之间

的边不在任何最大匹配中．
证明 设 Ｋ是二部图Ｇ的一个最小覆盖，点 ｕ，ｖ

∈Ｋ，（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ）．反证，设存在一个最大匹配 Ｍ使
得（ｕ，ｖ）∈Ｍ．由覆盖的定义，Ｍ中每一条边都至少有
一个端点在Ｋ中．又由于匹配中的边不相邻，故 Ｍ－
｛（ｕ，ｖ）｝中每一条边都至少有一个端点在 Ｋ－｛ｕ，ｖ｝
中．此时，｜Ｋ－｛ｕ，ｖ｝｜＝｜Ｋ｜－２．因此 Ｍ－｛（ｕ，ｖ）｝中
最多有｜Ｋ｜－２条边．从而 Ｍ最多有｜Ｋ｜－２＋１＝｜Ｋ｜
－１条边．另一方面，由引理１，｜Ｍ｜＝｜Ｋ｜，矛盾．证毕．
推论１ 二部图最小覆盖中每一个顶点都是所有

最大匹配饱和的．
证明 设 Ｋ是二部图Ｇ的任意一个最小覆盖，Ｍ

是图Ｇ的任意一个最大匹配．由覆盖的定义，Ｍ中每一
条边都至少有一个端点在Ｋ中．又由定理２可得 Ｍ中
每一条边恰有一个端点在Ｋ中．最后由引理１，｜Ｋ｜＝
｜Ｍ｜，故 Ｍ饱和了Ｋ中所有顶点． 证毕．
在以下的讨论中图 Ｇ是指没有孤立点的简单二部

图Ｇ＝（Ｘ∪Ｙ，Ｅ），其中 Ｘ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ｝，Ｙ＝｛ｖ１，
ｖ２，…，ｖｎ｝．设 Ｍ是图Ｇ的任意一个最大匹配．Ｖ０是 Ｇ
中Ｍ未饱和点集合，Ｘ０＝Ｖ０∩Ｘ，Ｙ０＝Ｖ０∩Ｙ．Ｖ１是由
Ｍ交错路连接到Ｘ０中顶点的 Ｖ（Ｇ）＼Ｖ０中顶点集合，
Ｘ１＝Ｖ１∩Ｘ，Ｙ１＝Ｖ１∩Ｙ．Ｖ２是由 Ｍ交错路连接到Ｙ０中
顶点的 Ｖ（Ｇ）＼Ｖ０中顶点集合，Ｘ２＝Ｖ２∩Ｘ，Ｙ２＝Ｖ２∩
Ｙ．设 Ｘ３＝Ｘ－Ｘ０－Ｘ１－Ｘ２，Ｙ３＝Ｙ－Ｙ０－Ｙ１－Ｙ２，Ｖ３＝
Ｘ３∪Ｙ３．

引理２ Ｘｉ∩Ｘｊ＝ ，Ｙｉ∩Ｙｊ＝ ，其中 ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ
∈｛０，１，２，３｝．

证明 由 Ｘ０是 Ｘ中Ｍ未饱和点集合，有 Ｘ＼Ｘ０
＝Ｘ１∪Ｘ２∪Ｘ３是 Ｍ饱和点集合．因此 Ｘ０∩Ｘｉ＝ ，ｉ
＝１，２，３是显然的．由定义 Ｘ３＝Ｘ－Ｘ０－Ｘ１－Ｘ２，故 Ｘ３
∩Ｘｉ＝ ，ｉ＝０，１，２．下面只需证 Ｘ１∩Ｘ２＝ ．若 Ｘ１
∩Ｘ２≠ ，则存在点 ｕ∈Ｘ１∩Ｘ２．因为 ｕ∈Ｘ１，所以存
在一条以 ｕ０∈Ｘ０为起点，ｕ为终点的Ｍ交错路 Ｐ１＝
ｕ０ｖｓ…ｕ．又因为 ｕ∈Ｘ２，所以存在一条以 ｖ０∈Ｙ０为起
点，ｕ为终点的Ｍ交错路Ｐ２＝ｖ０ｕｔ…ｕ．设 Ｑ＝Ｖ（Ｐ１）∩
Ｖ（Ｐ２）．因为 ｕ∈Ｑ，所以 Ｑ≠ ．设 ｘ是路Ｐ２上第一
个属于 Ｑ中的点．若 ｘ∈Ｘ，则 Ｐ１中（ｕ０，ｘ）节为 Ｐ′１＝
ｕ０ｖｓ…ｖｒｘ，Ｐ２中（ｖ０，ｘ）节为 Ｐ′２＝ｖ０ｕｔ…ｖｌｘ．由 ｘ的取
法，Ｖ（Ｐ′１）∩Ｖ（Ｐ′２）＝｛ｘ｝．因为 ｕ０，ｖ０都是 Ｍ未饱和
的，故（ｕ０，ｖｓ），（ｖ０，ｕｔ）Ｍ．此时，由 ｕ０，ｘ∈Ｘ，ｖ０∈Ｙ
知，Ｐ′１是一条交错偶路，Ｐ′２是一条交错奇路．因此（ｖｒ，
ｘ）∈Ｍ，（ｖｌ，ｘ）Ｍ．从而 Ｐ′１（Ｐ′２）－１＝ｕ０ｖｓ…ｖｒｘｖｌ…ｖ０
是一条 Ｍ交错路且起点和终点都是Ｍ未饱和的．即 Ｐ′１
（Ｐ′２）－１是一条 Ｍ增广路，这与 Ｍ是最大匹配矛盾．若
ｘ∈Ｙ，则设 ｕｒ是ｘ在路Ｐ１上下一个点．令 Ｐ′１＝ｕ０…ｘｕｒ
是 Ｐ１中（ｕ０，ｕｒ）节，Ｐ′２＝ｖ０…ｕｌｘ是Ｐ２中（ｖ０，ｘ）节．因
为 Ｐ′１，Ｐ′２都是交错偶路，所以（ｘ，ｕｒ）∈Ｍ，（ｕｌ，ｘ）∈Ｍ．
因此，ｕｒ＝ｕｌ．从而 ｕｌ∈Ｑ，与 ｘ是路Ｐ２上第一个属于
Ｑ的点矛盾．因此 Ｘ１∩Ｘ２＝ ．同理可证，Ｙｉ∩Ｙｊ＝
，其中 ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛０，１，２，３｝． 证毕．
定义７ 设图 Ｇ＝（Ｘ∪Ｙ，Ｅ），Ｍ是Ｇ的一个最大

匹配．若 Ｘｉ和Ｙｉ（ｉ＝０，１，２，３）的定义如上，则称 Ｘ０∪Ｘ１
∪Ｘ２∪Ｘ３是 Ｘ的Ｍ分解，Ｙ０∪Ｙ１∪Ｙ２∪Ｙ３是 Ｙ的Ｍ
分解．

引理３ 顶点集合 Ｋ１＝Ｘ２∪Ｘ３∪Ｙ１和 Ｋ２＝Ｙ１∪
Ｙ３∪Ｘ２是二部图 Ｇ的两个最小覆盖．
证明 设 ｅ∈Ｅ（Ｇ）是 Ｇ的任意一条边，ｅ在Ｘ中

的端点为ｕ．若 ｕ∈Ｘ２∪Ｘ３，则 ｕ∈Ｋ１．若 ｕ∈Ｘ０∪Ｘ１，
则由 Ｎ（Ｘ０）Ｙ１，Ｎ（Ｘ１）Ｙ１，知以 ｕ为端点的边的另
一个端点一定在Ｙ１中．特别地，ｅ的另一个端点ｖ∈Ｙ１
Ｋ１．综上，ｅ至少有一个端点在Ｋ１中．即 Ｋ１是图 Ｇ的
一个覆盖．由引理１，有｜Ｋ１｜≥｜Ｍ｜．另一方面，注意到
Ｘ２∪Ｘ３∪Ｙ１Ｖ（Ｇ）＼Ｖ０中顶点都是 Ｍ饱和的．由

Ｘ１，Ｙ１的定义，知 Ｙ１中顶点的 Ｍ配对点在Ｘ１中．又由
引理 ２，Ｘ１∩（Ｘ２∪Ｘ３）＝ ，故［Ｙ１，Ｘ２∪Ｘ３］∩Ｍ＝
．因此 Ｋ１中每一个顶点是 Ｍ饱和的且被Ｍ中互不

相同的边饱和．从而｜Ｋ１｜≤｜Ｍ｜．因此｜Ｋ１｜＝｜Ｍ｜．由引
理１，Ｋ１是图 Ｇ的最小覆盖．同理可证 Ｋ２也是图 Ｇ的
最小覆盖． 证毕．

２６１ 电 子 学 报 ２０１０年



定理３ 设图 Ｇ是一个没有孤立点的简单二部
图，Ａ（Ｇ），Ｃ（Ｇ），Ｄ（Ｇ）和 Ｘｉ，Ｙｉ（ｉ＝０，１，２，３）的定义如
上．则

（ⅰ）Ｄ（Ｇ）＝Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ０∪Ｙ２．
（ⅱ）Ａ（Ｇ）＝Ｘ２∪Ｙ１．
（ⅲ）Ｃ（Ｇ）＝Ｘ３∪Ｙ３．
证明：

（ⅰ）先证 Ｄ（Ｇ）Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ０∪Ｙ２．设 Ｋ１＝Ｘ２∪
Ｘ３∪Ｙ１，Ｋ２＝Ｙ１∪Ｙ３∪Ｘ２．由引理 ３，Ｋ１，Ｋ２都是 Ｇ的
最小覆盖．由推论１，Ｋ１，Ｋ２中每个顶点都是所有最大
匹配饱和的．因此 Ｋ１∪Ｋ２Ａ（Ｇ）∪Ｃ（Ｇ）．即 Ｘ２∪Ｘ３
∪Ｙ１∪Ｙ３Ａ（Ｇ）∪Ｃ（Ｇ）．进而（Ｘ－Ｘ２－Ｘ３）∪（Ｙ－
Ｙ１－Ｙ３）Ｄ（Ｇ）．即 Ｄ（Ｇ）（Ｘ０∪Ｘ１）∪（Ｙ０∪Ｙ２）．
下证 Ｄ（Ｇ）Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ０∪Ｙ２．由定义，有 Ｘ０∪Ｙ０

Ｄ（Ｇ）．设 ｕ１∈Ｘ１，则存在一条以点 ｕ０∈Ｘ０为起点，
ｕ１为终点的 Ｍ交错偶路Ｐ．令 Ｍ′＝ＭΔＥ（Ｐ），则 Ｍ′是
Ｇ的另一个最大匹配且不饱和ｕ１．因此 ｕ１∈Ｄ（Ｇ），进
而 Ｘ１Ｄ（Ｇ）．同理 Ｙ２Ｄ（Ｇ）．从而 Ｘ０∪Ｙ０∪Ｘ１∪Ｙ２
Ｄ（Ｇ）．综上，Ｄ（Ｇ）＝Ｘ０∪Ｙ０∪Ｘ１∪Ｙ２．

（ⅱ）先证 Ａ（Ｇ）Ｙ１∪Ｘ２．设 Ｋ是Ｇ的任意一个最
小覆盖，下证 Ａ（Ｇ）Ｋ．若 Ａ（Ｇ）Ｋ，则存在一点 ｘ∈
Ａ（Ｇ）且 ｘＫ．由于 Ｇ的每一条边至少有一个端点在
Ｋ中，故 Ｎ（ｘ）Ｋ．由推论１，Ｋ中顶点是所有最大匹配
饱和的．因此 Ｋ∩Ｄ（Ｇ）＝ ．从而 Ｎ（ｘ）∩Ｄ（Ｇ）＝
．这与 ｘ∈Ａ（Ｇ）矛盾．因此 Ａ（Ｇ）Ｋ．由引理３，Ｋ１，

Ｋ２是图 Ｇ的两个最小覆盖．因此 Ａ（Ｇ）Ｋ１，Ａ（Ｇ）
Ｋ２．进而 Ａ（Ｇ）Ｋ１∩Ｋ２＝Ｙ１∪Ｘ２．
下证 Ａ（Ｇ）Ｙ１∪Ｘ２．由推论１，任意一点 ｖ１∈Ｙ１

Ｋ１是所有最大匹配饱和的．因此 ｖ１∈Ａ（Ｇ）∪Ｃ（Ｇ）．因
为 ｖ１是 Ｍ饱和的，所以存在点 ｕ１∈Ｘ使得（ｕ１，ｖ１）∈
Ｍ．由 Ｙ１和 Ｘ１的定义，知 ｕ１∈Ｘ１．由（ⅰ），有 Ｘ１
Ｄ（Ｇ）．因此，ｖ１同 Ｄ（Ｇ）中顶点相邻．由 Ａ（Ｇ）的定义，
有 ｖ１∈Ａ（Ｇ）．进而 Ｙ１∈Ａ（Ｇ）．同理可证 Ｘ２∈Ａ（Ｇ）．进
而 Ｙ１∪Ｘ２Ａ（Ｇ）．综上，Ａ（Ｇ）＝Ｙ１∪Ｘ２．

（ⅲ）由（ⅰ），（ⅱ）和定义易得． 证毕．
推论２ Ｄ（Ｇ）是独立集．
证明 由定理３（ⅰ），Ｄ（Ｇ）＝Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ０∪Ｙ２．

若［Ｘ０，Ｙ０］≠ ，则由 Ｘ０，Ｙ０的定义，任意边（ｕ０，ｖ０）∈
［Ｘ０，Ｙ０］是一条 Ｍ增广路，矛盾．因此，［Ｘ０，Ｙ０］＝ ．
若［Ｘ０，Ｙ２］≠ ，则设（ｕ０，ｖｔ）∈［Ｘ０，Ｙ２］．因为 ｖｔ∈Ｙ２，
所以 Ｇ中存在一条起点为ｖ０∈Ｙ０，终点为 ｖｔ的Ｍ交错
偶路Ｐ＝ｖ０…ｕｓｖｔ，其中（ｕｓ，ｖｔ）∈Ｍ．此时，ｕ０ｖｔＰ－１是一
条 Ｍ增广路，矛盾．因此［Ｘ０，Ｙ２］＝ ．同理，［Ｘ１，Ｙ０］
＝ ，［Ｘ１，Ｙ２］＝ ．从而顶点集 Ｘ０，Ｘ１，Ｙ０和 Ｙ２两两
之间无边．又由于 Ｇ是二部图，同一集合内任意两点之

间无边，故 Ｄ（Ｇ）是独立集． 证毕．
推论３ Ｘ２∪Ｙ１是图 Ｇ′＝Ｇ－Ｃ（Ｇ）－Ｅ（Ｇ［Ａ

（Ｇ）］）的最小覆盖．
证明 由推论２，Ｄ（Ｇ）是独立集．不难看出，Ｇ′是

以（Ａ（Ｇ），Ｄ（Ｇ））为二分划的二部图．由定理 ３（ⅱ），
Ａ（Ｇ）＝Ｘ２∪Ｙ１．从而 Ｘ２∪Ｙ１是图 Ｇ′的一个覆盖．由定
理１，Ｇ′的最大匹配的边数为｜Ａ（Ｇ）｜＝｜Ｘ２∪Ｙ１｜．又由
引理１可知 Ｘ２∪Ｙ１是 Ｇ′的一个最小覆盖． 证毕．

３ 计算复杂性和算法设计

二部图最大匹配图构造问题：给定二部图 Ｇ＝（Ｘ
∪Ｙ，Ｅ），如何构造图 Ｇ的最大匹配图？

二部图最大匹配图判定问题：给定二部图 Ｇ＝（Ｘ
∪Ｙ，Ｅ）和图 Ｈ，Ｈ是否是图Ｇ的最大匹配图？

若存在一个算法可解决最大匹配图构造问题，则

利用该算法可以解决判定问题．因此构造问题不会比
判定问题简单．在文献［９］中，Ｖａｌｉａｎｔ证明了计算二部图
的完美匹配数目问题是ＮＰＨａｒｄ的．因为完美匹配是最
大匹配的特例，所以计算二部图的最大匹配数目问题

是ＮＰＨａｒｄ的．这也说明二部图最大匹配图判定问题是
ＮＰＨａｒｄ的．对于二部图最大匹配图判定问题是不是ＮＰ
的，我们一无所知．因为对于二部图最大匹配图判定问
题的一个是实例，除了列举所有最大匹配外，不知道是

否有较短证明．列举自然不是简短证明．综上，二部图
最大匹配图构造问题是ＮＰＨａｒｄ的．因此要构造一个图
的最大匹配图是一件比较困难的事情．
３１ 二部图最大匹配图的结构性质

图 Ｇ＝（Ｘ∪Ｙ，Ｅ）是没有孤立点的简单二部图，Ｍ
是Ｇ的一个最大匹配．Ｘ０∪Ｘ１∪Ｘ２∪Ｘ３是 Ｘ的Ｍ分
解，Ｙ０∪Ｙ１∪Ｙ２∪Ｙ３是 Ｙ的Ｍ分解．记 Ｇ′＝Ｇ－Ｃ（Ｇ）
－Ｅ（Ｇ［Ａ（Ｇ）］），Ｇ１＝Ｇ［Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ１］，Ｇ２＝Ｇ［Ｙ０∪Ｘ２
∪Ｙ２］．我们有

引理４ Ｇ′＝Ｇ１＋Ｇ２
证明 由定理３（ⅲ），Ｖ（Ｇ′）＝Ｘ０∪Ｘ１∪Ｙ１∪ Ｙ０

∪Ｘ２∪Ｙ２＝Ｖ（Ｇ１）∪Ｖ（Ｇ２）．由定理３（ⅰ）和推论２，有
［Ｘ０∪Ｘ１，Ｙ０∪Ｙ２］＝ ．此时，由定理３（ⅱ）和 Ｇ′的定
义，Ｅ（Ｇ′）＝［Ｘ０∪Ｘ１∪Ｘ２，Ｙ０∪Ｙ１∪Ｙ２］－［Ｘ２，Ｙ１］＝
［Ｘ０∪Ｘ１，Ｙ１］∪［Ｘ２，Ｙ０∪Ｙ２］＝Ｅ（Ｇ１）∪Ｅ（Ｇ２）．因此，
Ｇ′＝Ｇ１∪Ｇ２．由引理 ２，Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）＝（Ｘ０∪Ｘ１∪
Ｙ１）∩（Ｙ０∪Ｘ２∪Ｙ２）＝ ．因此，Ｇ１和 Ｇ２不相交．从而
Ｇ′＝Ｇ１＋Ｇ２． 证毕．
推论４ 设 Ｌ，Ｌ１和 Ｌ２分别是图 Ｇ′，Ｇ１和 Ｇ２的最

大匹配集合，则 Ｌ＝｛Ｍ１∪Ｍ２∶Ｍ１∈Ｌ１，Ｍ２∈ Ｌ２｝．
注意到对任意 Ｍ１∈Ｌ１，Ｍ２∈Ｌ２有 Ｍ１∩Ｍ２＝ ，

因此，Ｍ１∪Ｍ２和（Ｍ１，Ｍ２）是一一对应的．为方便，在下
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面，我们把 Ｍ１∪Ｍ２认为是（Ｍ１，Ｍ２）．
推论５ 图 Ｇ′，Ｇ１和 Ｇ２的最大匹配的边数分别为

｜Ｘ２｜＋｜Ｙ１｜，｜Ｙ１｜和｜Ｘ２｜．
证明 设 Ｍ′，Ｍ１和 Ｍ２分别是图 Ｇ′，Ｇ１和 Ｇ２的

最大匹配．由引理４有，｜Ｍ′｜＝｜Ｍ１｜＋｜Ｍ２｜．由推论３
和引理１有，｜Ｍ′｜＝｜Ｘ２｜＋｜Ｙ１｜．因为 Ｇ１＝Ｇ［Ｘ０∪Ｘ１
∪Ｙ１］在 Ｙ中的顶点集合为Ｙ１，所以｜Ｍ１｜≤｜Ｙ１｜．因为
Ｇ２在 Ｘ中的顶点集合为Ｘ２，所以｜Ｍ２｜≤｜Ｘ２｜．因此，

｜Ｍ１｜＝｜Ｙ１｜，｜Ｍ２｜＝｜Ｘ２｜． 证毕．

定理４ 设 Ｇ是一个没有孤立点的简单二部图，

Ａ（Ｇ），Ｃ（Ｇ），Ｄ（Ｇ），Ｘｉ，Ｙｉ，ｉ＝０，１，２，３和 Ｇ′，Ｇ１，Ｇ２的
定义如上．若 Ｈ１，Ｈ２分别是图 Ｇ１，Ｇ２的最大匹配图，则
图 Ｇ′的最大匹配图Ｈ是Ｈ１和 Ｈ２的积图．

证明 由推论４易知 Ｖ（Ｈ）＝Ｖ（Ｈ１）×Ｖ（Ｈ２）成
立．任取 Ｈ中两个顶点Ｍ１，Ｍ２，这两个顶点对应图 Ｇ′的
两个最大匹配．令 Ｍ１１＝Ｍ１∩Ｅ（Ｇ１），Ｍ２１＝Ｍ１∩Ｅ（Ｇ２），
则 Ｍ１＝（Ｍ１１，Ｍ２１）．由引理４有 Ｇ′＝Ｇ１＋Ｇ２．因此，Ｍ１１，

Ｍ２１分别是图 Ｇ１，Ｇ２的最大匹配．令 Ｍ１２＝Ｍ２∩Ｅ（Ｇ１），

Ｍ２２＝Ｍ２∩Ｅ（Ｇ２），则 Ｍ２＝（Ｍ１２，Ｍ２２）．同理，Ｍ１２，Ｍ２２也分

别是图 Ｇ１，Ｇ２的最大匹配．由 Ｈ的定义知，（Ｍ１，Ｍ２）∈
Ｅ（Ｈ）当且仅当｜Ｍ１－Ｍ２｜＝１．这等价于 Ｍ１１＝Ｍ１２，且

｜Ｍ２１－Ｍ２２｜＝１，或者 Ｍ２１＝Ｍ２２，且｜Ｍ１１－Ｍ１２｜＝１．这也就
是说，Ｍ１１＝Ｍ１２，且（Ｍ２１，Ｍ２２）∈Ｅ（Ｈ２），或者 Ｍ２１＝Ｍ２２，且
（Ｍ１１－Ｍ１２）∈Ｅ（Ｈ１）．由积图的定义，不难看出 Ｈ是Ｈ１
和 Ｈ２的积图． 证毕．

引理５［３］ 图 Ｇ－Ｃ（Ｇ）－Ｅ（Ｇ［Ａ（Ｇ）］）的最大匹
配图是连通的，且与图 Ｇ的最大匹配图的每一个分支
同构．

推论６ 图 Ｇ１，Ｇ２的最大匹配图的积图是连通
的，且与图 Ｇ的最大匹配图的每一个分支同构．

记 ｍｃ是图Ｇ［Ｃ（Ｇ）］的完美匹配的个数．特别地，
若 Ｃ（Ｇ）＝ ，则令 ｍｃ＝１．

定理５［１］ 若图 Ｇ［Ｃ（Ｇ）］有 ｍｃ个完美匹配，则图
Ｇ的最大匹配图由ｍｃ个同构的连通分支组成．
根据以上的定理和推论，我们构造图 Ｇ的最大匹

配图．首先，我们将分别找出图 Ｇ１，Ｇ２和 Ｇ３＝Ｇ［Ｃ
（Ｇ）］的所有最大匹配．
３．２ 构造与最大匹配对应的顶点序列

设 Ｙ１＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙ｜Ｙ１｜｝，Ｘ２＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘ｜Ｘ２｜｝，

Ｘ３＝｛ｚ１，ｚ２，…，ｚ｜Ｘ３｜｝．由引理１和３知，｜Ｙ１∪Ｘ２∪Ｘ３｜
＝｜Ｋ１｜＝｜Ｍ｜．对 Ｋ１中每一个顶点我们建立一个顶点
集合如下：

Ｔｉ＝

Ｔ（ｙｉ）＝Ｎ（ｙｉ）∩（Ｘ０∪Ｘ１），
１≤ｉ≤｜Ｙ１｜

Ｔ（ｘｉ－｜Ｙ１｜）＝Ｎ（ｘｉ－｜Ｙ１｜）∩（Ｙ０∪Ｙ２），
｜Ｙ１｜＋１≤ｉ≤｜Ｙ１｜＋｜Ｘ２｜

Ｔ（ｚｉ－｜Ｙ１｜－｜Ｘ２｜）＝Ｎ（ｚｉ－｜Ｙ１｜－｜Ｘ２｜）∩Ｙ３，
｜Ｘ２｜＋｜Ｙ１｜＋１≤ｉ≤｜Ｍ













｜

（１）

令顶点序列集合 Ｓ１＝｛ｕ１ｕ２…ｕ｜Ｙ１｜∶ｕｉ∈Ｔｉ｝，其中
ｕｉ≠ｕｊ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，｜Ｙ１｜｝．我们有
定理６ Ｓ１中顶点序列与图 Ｇ１的最大匹配是一

一对应的．
证明 对任意 ｕ１ｕ２…ｕ｜Ｙ１｜∈Ｓ１，定义映射 ｆ：ｕ１ｕ２

…ｕ｜Ｙ１｜→｛（ｕ１，ｙ１），（ｕ２，ｙ２），…，（ｕ｜Ｙ１｜，ｙ｜Ｙ１｜）｝．对每个
ｉ∈｛１，２，…，｜Ｙ１｜｝，因为 ｙｉ∈Ｙ１，ｕｉ∈Ｔ（ｙｉ）Ｘ０∪Ｘ１，
所以（ｕｉ，ｙｉ）∈Ｅ（Ｇ１）．又因为 ｕ１，ｕ２，…，ｕ｜Ｙ１｜和 ｙ１，ｙ２，

…，ｙ｜Ｙ１｜都是互不相同的，所以边集合 Ｍ
′＝｛（ｕｉ，ｙｉ），ｉ

＝１，２，…，｜Ｙ１｜｝是图 Ｇ１的一个匹配且｜Ｍ′｜＝｜Ｙ１｜．由
推论５知，Ｍ′是最大匹配．设 ｕ′１ｕ′２…ｕ′｜Ｙ１｜是 Ｓ１中一个

不同于 ｕ１ｕ２…ｕ｜Ｙ１｜的序列，则至少存在点 ｕ
′
ｉ≠ｕｉ．从而

两个序列分别对应的两个最大匹配至少有一条边（ｕ′ｉ，
ｙｉ）≠（ｕｉ，ｙｉ）．因此映射 ｆ是单射．另一方面，设 Ｍ′是图
Ｇ１的一个最大匹配，由推论 ５可得｜Ｍ′｜＝｜Ｙ１｜．因为
Ｖ（Ｇ１）∩Ｙ＝Ｙ１，所以任意边（ｕ，ｖ）∈Ｍ′满足ｖ∈Ｙ１，ｕ

∈Ｎ（ｖ）．注意到［Ｘ２，Ｙ１］和［Ｘ３，Ｙ１］中都无边，从而 ｕ∈
Ｔ（ｖ）．此时，Ｍ′中的每一条边在Ｘ中的端点分别是Ｔ１，
Ｔ２，…，Ｔ｜Ｙ１｜中一个顶点，记为 ｕ１，ｕ２，…，ｕ｜Ｙ１｜．因为匹
配中的边不相邻，所以 ｕｉ≠ｕｊ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，
｜Ｙ１｜｝．从而 ｕ１ｕ２…ｕ｜Ｙ１｜∈Ｓ１．因此，映射 ｆ是满射．综
上，Ｓ１中顶点序列与图 Ｇ１的最大匹配是一一对应的．

证毕．
令顶点序列 Ｓ２＝｛ｖ１ｖ２…ｖ｜Ｘ２｜∶ｖｉ∈Ｔ｜Ｙ１｜＋ｉ且 ｖｉ≠

ｖｊ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，｜Ｘ２｜｝｝，Ｓ３＝｛ｖ１ｖ２…ｖ｜Ｘ３｜∶ｖｉ∈
Ｔ｜Ｙ１｜＋｜Ｘ２｜＋ｉ且ｖｉ≠ｖｊ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，｜Ｘ３｜｝｝．类似

定理６，我们有
定理７Ｓ２中顶点序列与图 Ｇ２的最大匹配是一一对

应的，Ｓ３中顶点序列与图 Ｇ３的最大匹配是一一对应的．
算法１
输入：图 Ｇｉ，ｉ∈｛１，２，３｝和 Ｔｉ，ｉ∈｛１，２，…，｜Ｍ｜｝．
输出：图 Ｇｉ所有最大匹配对应的顶点序列集合Ｓ．
ｓｔｅｐ１ 若输入的图是 Ｇ１，则置 Ｔ∶＝Ｔ１，Ｌ∶＝｜Ｙ１｜

和 ｒ∶＝０；若输入的图是 Ｇ２，则置 Ｔ∶＝Ｔ｜Ｙ１｜＋１，Ｌ∶＝
｜Ｘ２｜，ｒ∶＝｜Ｙ１｜；若输入的图是 Ｇ３，则置 Ｔ∶＝
Ｔ｜Ｙ１｜＋｜Ｘ２｜＋１，Ｌ∶＝｜Ｘ３｜，ｒ∶＝｜Ｙ１｜＋｜Ｘ２｜．

ｓｔｅｐ２ 置 Ｓ∶＝ ，Ｓ′∶＝ ．若 Ｌ＝０，则输出 Ｓ，算
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法停止．否则对 Ｔ中每一个元素 ｘ，构造一个只有一个顶
点的序列 ｃ∶＝ｘ，置 Ｓ∶＝Ｓ∪｛ｃ｝，序列 ｃ的长度 ｌ（ｃ）∶＝１．

ｓｔｅｐ３ 若 Ｓ≠ ，则取 Ｓ中一个序列ｃ．否则，置
Ｓ∶＝Ｓ′，Ｓ′＝ ．转ｓｔｅｐ３．
ｓｔｅｐ４ 若 ｌ（ｃ）∶＝Ｌ，则输出 Ｓ，算法停止．否则，置

Ｃ∶＝｛ｘｉ∶ｘｉ是ｃ中第ｉ元素，ｉ＝１，２，…，ｌ（ｃ）｝，Ｑ∶＝｛ｘ
∶ｘ∈Ｔｒ＋ｌ（ｃ）＋１－Ｃ｝．
ｓｔｅｐ５ 若 Ｑ≠ ，则对 Ｑ中每一个元素ｘ，构造

一个序列 ｃｘ，Ｓ′∶＝Ｓ′∪｛ｃｘ｝，ｌ（ｃｘ）∶＝ｌ（ｃ）＋１．
ｓｔｅｐ６ Ｓ∶＝Ｓ－｛ｃ｝．转入ｓｔｅｐ３．
定理８ 当输入的图为 Ｇｉ，ｉ∈｛１，２，３｝时，算法 １

输出的集合是 Ｓｉ．
证明 考虑输入的图是 Ｇ１的情况．设 Ｓ是算法１

的输出．任取 ｕ１ｕ２…ｕｌ∈Ｓ．由算法 １步骤 ３和步骤 ５
知，Ｓ′中序列的长度都是相等的．又由步骤３的赋值 Ｓ
∶＝Ｓ′有Ｓ中序列的长度也都是相等的．由步骤４，当算
法停止时，Ｓ中的序列长度ｌ＝｜Ｙ１｜．又由步骤４知，ｕｉ
≠ｕｊ，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ∈｛１，２，…，｜Ｙ１｜｝．因此，由 Ｓ１的定义，
ｕ１ｕ２…ｕｌ∈Ｓ１．另一方面，因为我们采取的是遍历搜索，
所以 Ｓ１中任意一个序列在 Ｓ中．因此，Ｓ＝Ｓ１．同理可
证，当输入的图分别是 Ｇ２，Ｇ３时，算法１输出的集合分
别是 Ｓ２，Ｓ３． 证毕．
３３ 利用顶点序列构造最大匹配图

算法２
输入：一个没有孤立点的简单二部图 Ｇ．
输出：图 Ｇ的最大匹配图Ｈ．
ｓｔｅｐ１ 给图 Ｇ的顶点标号，执行匈牙利算法（见

文献［７］）找到图 Ｇ的一个最大匹配Ｍ．
ｓｔｅｐ２ 找出顶点集合 Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３和 Ｙ０，Ｙ１，Ｙ２，

Ｙ３．置 Ｋ∶＝Ｘ２∪Ｘ３∪Ｙ，按式（１）建立｜Ｋ｜＝｜Ｍ｜个顶点
集合 Ｔｉ，ｉ＝１，２，…，｜Ｍ｜．

ｓｔｅｐ３ 置 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３分别为算法１对输入图是 Ｇ１，

Ｇ２，Ｇ３时的输出．置 ｍ１ ∶＝｜Ｓ１｜，ｍ２ ∶＝｜Ｓ２｜．若

Ｓ３≠ ，则置 ｍ３∶＝｜Ｓ３｜；否则置 ｍ３∶＝１．
ｓｔｅｐ４ 若 ｍ１≠０，构造图 Ｈ１，使得其顶点集为 Ｓ１．

两个顶点 ｃ１，ｃ２∈Ｓ１之间有边当且仅当 ｃ１和 ｃ２只有一
个对应位置元素不同．若 ｍ２≠０，构造图 Ｈ２，使得其顶
点集为 Ｓ２．两个顶点 ｄ１，ｄ２∈Ｓ２之间有边当且仅当 ｄ１
和 ｄ２只有一个对应位置元素不同．

ｓｔｅｐ５ 若 ｍ１＝０＝ｍ２，置图 Ｈ是以顶点集为Ｓ３的
空图，输出 Ｈ，算法停止．若 ｍ１≠０且 ｍ２＝０，置 Ｈ′∶＝
Ｈ１．若 ｍ１＝０且 ｍ２≠０，置 Ｈ′∶＝Ｈ２．若 ｍ１≠０且 ｍ２≠０，
置 Ｈ′是Ｈ１和 Ｈ２的积图．

ｓｔｅｐ６ 置图 Ｈ是ｍ３个 Ｈ′的不相交的并图．输出

Ｈ，算法停止．
定理９算法２输出的图 Ｈ是图 Ｇ的最大匹配图．
证明 若算法在第步骤 ５停止，则图 Ｇ＝Ｇ３＝

Ｇ［Ｃ（Ｇ）］．因此图 Ｇ的最大匹配是完美匹配．由最大
匹配图的定义，图 Ｇ的最大匹配图是ｍ３个顶点的空
图．若算法在步骤６停止，由定理６，定理７和最大匹配
图的定义，按算法２步骤４构造的图 Ｈ１，Ｈ２分别是图
Ｇ１，Ｇ２的最大匹配图．由定理４，步骤５构造的图 Ｈ′是
图Ｇ′的最大匹配图．最后由引理 ５和定理 ５，步骤 ６构
造出的图 Ｈ是图Ｇ的最大匹配图． 证毕．

４ 实例分析

图 １是一个二部图，实线表示
用匈牙利算法在多项式时间内找到

二部图的一个最大匹配 Ｍ．虚线是
不在 Ｍ中的边．

此时，Ｘ０＝｛ｕ５｝，Ｘ１＝｛ｕ１，ｕ２，
ｕ３｝，Ｘ２＝｛ｕ４｝，Ｘ３＝ ，Ｙ０＝｛ｖ２｝，Ｙ１＝｛ｖ１，ｖ３，ｖ５｝，Ｙ２
＝｛ｖ４｝，Ｙ３＝ ．从而 Ｋ＝Ｘ２∪Ｘ３∪Ｙ１＝｛ｕ４，ｖ１，ｖ３，
ｖ５｝，Ｇ１＝Ｇ［｛ｕ５，ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｖ１，ｖ３，ｖ５｝］，Ｇ２＝Ｇ［｛ｕ４，ｖ２，
ｖ４｝］，Ｇ３＝ ．建立｜Ｋ｜＝４个顶点集合如图２所示．

根据算法 １，Ｓ１和 Ｓ２的顶点序列构造过程如图 ３
所示（Ｓ３＝ ）．

由算法２步骤４，利用 Ｓ１，Ｓ２的顶点序列构造 Ｇ１，
Ｇ２的最大匹配图 Ｈ１和 Ｈ２如图４所示．

由算法２步骤５和步骤６，构造图 Ｇ的最大匹配图
如图５所示．

５６１第 １ 期 李 晶：求二部图的最大匹配图的一种算法
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